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Abstrak. Penelitian ini difokuskan membahas model epidemik SEIQRS untuk penyebaran 
penyakit COVID-19 dengan laju insiden nonlinear. Dari hasil analisis model SEIQRS diperoleh 
dua titik kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan 
endemik. Selanjutnya dilakukan analisis perilaku selesainnya dengan menggunakan nilai eigen 
dan sifat kestabilan disekitar titik kestimbangan, hasilnya diperoleh titik kesetimbangan bebas 
penyakit mempunyai dua sifat kestabilan yaitu saddle point dan stabil. Titik kesetimbangan bebas 
penyakit akan stabil jika ℛ0< 1, apabila ℛ0> 1 maka titik kesetimbangan tidak stabil (saddle 
point) dan sebaliknya titik kesetimbangan endemik positif akan bersifat spiral stabil. Pada analisis 
numerik dilakukan dengan memvariasikan nilai-nilai parameter dan menggunakan pendekatan 
runge-kutta orde empat. 
 
Kata Kunci: COVID-19, Laju Insiden Nonliear, Model SEIQRS, Sifat Kestabilan, Titik 
Kesetimbangan. 
 
Abstract. This research is focused on discussing the SEIQRS epidemic model for the spread of 
the COVID-19 disease with a nonlinear incidence rate. From the result of analysis of the SEIQR 
model obtained two equilibrium point these are diseases free equilibrium points and endemic 
equilibrium point. Then, the analysis of the completion behavior is done by using eigenvalues and 
stability around equilibrium point, the obtained result of the diseases free equilibrium point has 
two stability traits are saddle point, and stable. The stability diseases free equilibrium will be 
stable when ℛ0< 1, if ℛ0> 1 then the equilibrium point is not stable (saddle point) and conversely 
the positive endemic equilibrium point will be spiral stable.In numerical analysis, it is done by 
varying the parameter values and using the fourth order runge-kutta approach. 
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Coronavirus disease 2019  atau dikenal dengan nama COVID-19 adalah penyakit 
menular yang disebabkan oleh jenis baru dari coronavirus yaitu Sars-CoV-2, sebuah virus 
RNA, yang dilaporkan pertama kali di Wuhan, Tiongkok pada akhir tahun 2019. Virus ini 
diduga menyebar diantara orang-orang melalui pernapasan, bersin ataupun batuk. Penyebaran 
lain dari virus ini yaitu akibat menyentuh permukaan benda yang telah terkontaminasi dan 
menyentuh wajah seseorang. (Gennaro et al. 2020) 
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Kasus penyebaran COVID-19 hingga 13 november 2020 telah mencapai 628.136 jiwa 
telah dirawat di rumah sakit karna terinfeksi virus corona. Kasus COVID-19 menurut WHO 
Wilayah Asia Tenggara (SEAR) mengalami peningkatan mingguan tertinggi dalam kasus 
kumulatif di antara semua Wilayah WHO pada bulan pertama. Kenaikan mingguan tertinggi 
di wilayah dilaporkan di Myanmar sekitar 1513 kasus, diikuti oleh Nepal  dan India dengan 
persentase sekitar 10%. Indonesia merupakan negara yang menempati urutan kedua puluh 
satu setelah Iraq. Hal tersebut terlihat sejak awal penyebaran hingga pertengahan bulan 
November 2020 selalu mengalami peningkatan yang cukup signifikan. Pada tanggal 16 
november 2020 sebanyak 470.648 orang dengan COVID-19 yang dikonfirmasi. Ada 15.296 
kematian terkait COVID-19 yang dilaporkan dan 395.443 pasien telah pulih dari penyakit 
tersebut. (WHO 2020) 
Pemodelan matematika merupakan salah satu cabang dari matematika terapan yang 
bertujuan untuk menggambarkan dan menjelaskan masalah-masalah yang ada dalam dunia 
real kedalam bentuk matematika. Model matematika adalah model yang digambarkan dalam 
sistem  persamaan diferensial.Penggunaan persamaan diferensial merupakan dasar dalam 
memahami dan  menyelesaikan masalah yang berkaitan dengan kesehatan seperti penyebaran 
penyakit menular yang disebabkan oleh bakteri, virus maupun parasit. Suatu individu dapat 
terjangkit penyakit menular melalui kontak langsung maupun tidak langsung dengan individu 
yang terinfeksi penyakit. Terjadinya suatu infeksi baru yang menjadi tanda adanya 
penyebaran penyakit merupakan akibat dari kontak langsung antar individu. Penyebaran 
penyakit yang terjadi terus menerus ini akan mengakibatkan kondisi yang disebut dengan 
epidemik. (Zeb et al. 2020) 
Metode penanggulangan efektif  dapat dilakukan untuk mengurangi resiko penyebaran 
epidemik terutama COVID-19 adalah dengan melakukan karantina terhadap penderita 
infeksi. karantina adalah memisahkan dan membatasi kegiatan orang yang sudah 
terinfeksi virus corona tapi belum ataupun yang sudah menunjukkan gejala. Dengan adanya 
karantina diharapkan bahwa individu yang terinfeksi atau meninggal dapat berkurang. 
Semakin banyaknnya kasus epidemik yang terjadi mendorong banyak peneliti yang 
melakukan penelitian mengenai metode penyebaran penyakit atau dalam matematika dikenal 
model epidemik. (Zulaikha et al. 2017) 
Pada tahun 1927, W. O. Kermack dan A. G. McKendrick memperkenalkan teori klasik 
model epidemik pertama kali yaitu SIR (Suspectible-Infective-Recovered) yang menjelaskan 
bahwa dalam sebuah populasi suatu individu dapat rentan terhadap suatu penyakit, lalu 
terinfeksi, dan dapat sembuh dari suatu infeksi tersebut. Teori ini membawa pengaruh besar 
terhadap pemodelan matematika karna sangat relevan dengan kehidupan nyata, oleh karna itu 
banyak penelitian tentang model epidemik diteliti dan dikembangkan seperti model 
penyebran COVID-19. Sejak awal terdeteksinya virus corona, banyak bentuk model 
penyebaran virus corona yang diteliti. Salah satu bentuk pemodelan yang dapat diterapkan 
yaitu pada masalah penyebaran penyakit seperti COVID-19 yang telah ditelah diteliti oleh 
Ndairou et al. (2020) tentang pemodelan matematika penyebaran COVID-19  terhadap kasus 
yang terjadi di Wuhan. Mishra et al. (2020), yang meneliti tentang pengaruh karantina 
terhadap penyebaran  virus SARS CoV-2. Sasmita et al. (2020)  meneliti tentang control 
optimal pada model matematika untuk pola perkembangan COVID-19 di Indonesia.  
Penelitian ini berdasarkan penelitian sebelumnya yang telah dilakukan oleh Rohith dan 
Devika (2020), yang meneliti tentang dinamika dan pengendalian pandemic COVID-19 
dengan laju insiden nonlinear yang menggunakan model tipe SEIR. Pada penelitian ini, akan 
dibahas tentang kestabilan model penyebaran COVID-19 dengan model SEIQRS karena 
memiliki permasalahan yang sesuai dengan jenis penyebaran COVID-19 yang terjadi di 
masyarakat. 
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METODE 
Penelitian karya ilmiah ini menggunakan metode kepustakaan  studi literature dan 
kemudian mengimplementasikan model penyebaran COVID-19 dan laju insiden nonlinear ke 
dalam program computer menggunakan software GNU Octave. Adapun proses kerja yang 
dilakukan sebagai berikut: 
1. Mengkonstruksi penyebaran penyakit pada model penyebaran COVID-19 dan laju 
insiden nonlinear berdasarkan asumsi.  
2. Menetukan titik kesetimbangan dari system persamaan diferensial. 
3. Kontruksi teorema kestabilan   
4. Membuat simulasi numerik dari penyebaran COVID-19 dan laju insiden nonlinear 
dengan menggunakan data yang didasarkan pada literatur. 
5. Mengintrepetasikan dan menganalisa hasil yang diperoleh. 
 
HASIL DAN PEMBAHASAN 
Pada penelitian ini, akan dilakukan modifikasi model penyebaran COVID-19 yang 
mengacu pada model utama yang telah disajikan oleh Rohith dan Devika (2020) dengan 
menambahkan populasi isolasi (Q) seperti pada penelitian Zeb et al. (2020) dan populasi 
yang telah sembuh (R) dapat kembali menjadi populasi rentan seper. Alasan dari 
memodifikasi model yang telah disajikan oleh Rohith dan Devika (2020)  karna lebih relevan 
dengan dunia nyata yaitu beberapa pasien yang sudah sembuh dari virus corona, kemudian 
dinyatakan positif kembali. Korea Selatan telah melaporkan lebih dari 116 kasus seperti ini, 
sementara lima hingga 15 persen pasien yang pulih di China termasuk dalam kategori ini., hal 
ini  seperti yang dilaporkan oleh To et al. (2020) bahwa pasien yang telah sembuh dari 
COVID-19 dapat terserang kembali.  
Model modifikasi penyebaran COVID-19 akan membagi populasi individu ke dalam 
tiga kompartemen yang terdiri dari populasi individu rentan (S), populasi individu laten (E),  
populasi individu terinfeksi (I), populasi individu diisolasi (Q), dan populasi yang sembuh 
(R). Secara skematis, pola model modifikasi penyebaran COVID-19 digambarkan dalam 
diagram berikut: 
 












− 𝛼𝐸 − 𝜇𝐸 
𝑑𝐼
𝑑𝑡
= 𝛼𝐸 − 𝛾𝐼 − 𝜇𝐼 − 𝛿𝐼 
𝑑𝑄
𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 − 𝑄 − 𝜇𝑄 − 𝛿𝑄 
𝑑𝑅
𝑑𝑡
= 𝑄 − 𝜇𝑅 − 𝜎𝑅 
(1) 
dimana 𝐵,𝛽,𝛼, 𝛾, ,𝜇,ℎ, 𝜎 > 0 
Nurul Qorima Putri, Paian Sianturi 
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Keterangan : 
B : Laju kelahiran individu. 
𝑆 𝑡  : Individu yang sehat atau rentan terinfeksi penyakit pada waktu t. 
𝐸 𝑡  : Individu yang dicurigai terinfeksipenyakit (laten) pada waktu t. 
𝐼 𝑡  : Individu yang terinfeksi penyakit difteri pada waktu t. 
𝑄 𝑡  : Individu yang di karantina pada waktu t. 
𝑅 𝑡  : Individu yang telah sembuh pada waktu t. 
𝜇       : Laju kematian alami individu. 
δ : Laju kematian individu akibat penyakit. 
𝛽𝐼
1+ℎ𝐼2
: Laju insiden nonlinear,dengan h adalah konstanta  nonlinear. Dimana ℎ sebagai 
persentase dari total upaya yang diperlukan untuk menahan / mengurangi penyebaran 
epidemik. 
𝛽: Laju penularan penyakit. 
α : Laju inkubasi. 
γ : Laju individu terinfeksi yang di karantina. 
 : Laju kesembuhan individu setelah di karantina. 
𝜎 : Laju perubahan individu yang telah sembuh kembali menjadi individu rentan. 




















− 𝜇𝑆 + 𝜎𝑅 = 0 
𝛽𝑆𝐼
1 + ℎ𝐼2
− 𝛼𝐸 − 𝜇𝐸 = 0 
𝛼𝐸 − 𝛾𝐼 − 𝜇𝐼 − 𝛿𝐼 = 0 
𝛾𝐼 − 𝑄 − 𝜇𝑄 − 𝛿𝑄 = 0 
𝑄 − 𝜇𝑅 − 𝜎𝑅 = 0 
(2) 
 Terdapat dua titikkesetimbangan pada sistem (2) yaitu 
𝐸1 =  
𝐵
𝜇
, 0,0,0,0  
𝐸2 =  𝑆
∗,𝐸∗, 𝐼∗,𝑄∗,𝑅∗  
 Adapun nilai nilai dari 𝑆∗,𝐸∗, 𝐼∗,𝑄∗, dan 𝑅∗ diperoleh dengan software Maple 13. 
Analisis Titik Kesetimbangan 
Pada bagian ini akan dianalisis kestabilan titik kesetimbangan dari sistem (2). selanjutnya 
digunakan deret Taylor  sehingga diperoleh: 
𝑔(𝑆,𝐸, 𝐼,𝑄,𝑅) = 𝐵 −
𝛽𝑆𝐼
1 + ℎ𝐼2




− 𝛼𝐸 − 𝜇𝐸 
𝑔(𝑆,𝐸, 𝐼,𝑄,𝑅) = 𝛼𝐸 − 𝛾𝐼 − 𝜇𝐼 − 𝛿𝐼 
𝑔(𝑆,𝐸, 𝐼,𝑄,𝑅) = 𝛾𝐼 − 𝑄 − 𝜇𝑄 − 𝛿𝑄 
𝑔(𝑆,𝐸, 𝐼,𝑄,𝑅) = 𝑄 − 𝜇𝑅 − 𝜎𝑅 
(3) 
Kemudian dilakukan pelinearan pada sistem (4.2) berdasarkan dengan 
𝑑𝐱
𝑑𝑡
= 𝐴𝐱, dimana 𝐴 
adalah matriks jacobian. Diperoleh matriks A: 







𝑎11 0 𝑎13 0 𝑎15
𝑎21 𝑎22 𝑎23 0 0
0 𝑎32 𝑎33 0 0
0 0 𝑎43 𝑎43 0
















 1 + ℎ𝐼2 2
 











 1 + ℎ𝐼2 2
 
𝑎32 = 𝛼 
𝑎33 = −𝛾 − 𝜇 − 𝛿 
𝑎43 = 𝛾 
𝑎44 = − − 𝜇 − 𝛿 
𝑎54 =  
𝑎55 = −𝜇 − 𝜎 
 
Kestabilan Sistem di Titik Kesetimbangan 𝑬𝟏 
Diketahui bahwa titik kesetimbangan 𝐸1 =  
𝐵
𝜇
, 0,0,0 , titik ini merupakan titik tanpa 
penyakit dimana tidak terdapat infeksi pada suatu populasi tertentu. Jika 𝐸1 disubtitusikan 







𝑎11 0 𝑎13 0 𝑎15
0 𝑎22 𝑎23 0 0
0 𝑎32 𝑎33 0 0
0 0 𝑎43 𝑎43 0












𝑎15 = 𝜎 





𝑎32 = 𝛼 
𝑎33 = −𝛾 − 𝜇 − 𝛿 
𝑎43 = 𝛾 
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𝑎44 = − − 𝜇 − 𝛿 
𝑎54 =  
𝑎55 = −𝜇 − 𝜎 
Selanjutnya akan dicari nilai eigen dari A1 dengan menyelesaikan persamaan  𝜆𝐼 −
A1=0, Sehingga  diperoleh nilai eigen yaitu  
𝜆1 = −𝜇, 
𝜆2 = −𝜇 − 𝜎,  








 −𝐴 −  𝐶 .  
Dimana :  
𝐴 = 𝛼 + 𝛾 + 𝛿 + 2𝜇 




Karena nilai-nilai parameter 𝐵,𝛽,𝛼, 𝛾, ,𝜇,ℎ, 𝜎 > 0 maka nilai eigen yang  pada titik 
kesetimbangan bebas penyakit 𝜆1 < 0, 𝜆2 < 0 dan  𝜆3 < 0. Untuk 𝜆4 dan 𝜆5 memiliki 
kemungkinan-kemungkinan yang muncul, yaitu : 
1. Jika 𝐶 = 0, 𝜆4 < 0&𝜆5 < 0 
2. Jika 𝐶 > 0 dan 0 < 𝐴 <  𝐶, menghasilkan 𝜆4 > 0&𝜆5 < 0. Dan Jika 𝐶 > 0 
dan 0 <  𝐶 < 𝐴, menghasilkan nilai eigen 𝜆4 < 0&𝜆5 < 0.  
3. Jika 𝐶 < 0, 𝑅𝑒 𝜆4 < 0 & 𝑅𝑒 𝜆5 < 0. 
 
Diketahui bahwa nilai 𝑅𝑒(𝜆4) akan bernilai negatif jika C < A
2 
Untuk C < A2 
𝛾2 + 𝛿2 + 𝛼2 + 2𝛾𝛿 − 2𝛼𝛾 − 2𝛼𝛿 +
4𝛼𝛽𝐵
𝜇
<  𝛼 + 𝛾 + 𝛿 + 2𝜇 2 
𝛾2 + 𝛿2 + 𝛼2 + 2𝛾𝛿 − 2𝛼𝛾 − 2𝛼𝛿 +
4𝛼𝛽𝐵
𝜇
 𝛼 + 𝛾 + 𝛿 + 2𝜇 2
< 1 
𝜇𝛾2 + 𝜇𝛿2 + 𝜇𝛼2 + 2𝜇𝛾𝛿 − 2𝜇𝛼𝛾 − 2𝜇𝛼𝛿 + 4𝛼𝛽𝐵
 𝛼 + 𝛾 + 𝛿 + 2𝜇 2
< 1 
diperoleh nilai ℛ0 =
𝜇𝛾 2+𝜇𝛿2+𝜇𝛼2+2𝜇𝛾𝛿 −2𝜇𝛼𝛾 −2𝜇𝛼𝛿 +4𝛼𝛽𝐵
 𝛼+𝛾+𝛿+2𝜇 2
 
Berdasarkan hasil perhitungan di atas, dapat disimpulkan dalam teorema berikut : 
Teorema 4.1 Titik kesetimbangan bebas penyakit 𝐸1 akan stabil jika bilangan reproduksi 
dasar ℛ0 < 1 dimana 
ℛ0 =
𝜇𝛾2 + 𝜇𝛿2 + 𝜇𝛼2 + 2𝜇𝛾𝛿 − 2𝜇𝛼𝛾 − 2𝜇𝛼𝛿 + 4𝛼𝛽𝐵
 𝛼 + 𝛾 + 𝛿 + 2𝜇 2
 
 Berdasarkan persamaan  λI − A 𝐱 = 𝟎, Untuk suatu scalar λ dikatan nilai eigen dari 
A dan vektor 𝐱 disebut vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen λ. Untuk 𝜆1 = −𝜇 
dari 𝐸1 diperoleh  𝜆1I − 𝐴1 𝑣1 = 𝟎 






















0 𝛼 −𝛾 − 𝛿 0 0
0 0 𝛾 − − 𝛿 0






































































0 𝛼 −𝛾 − 𝛿 + 𝜎 0 0
0 0 𝛾 − − 𝛿 + 𝜎 0






































































0 𝛼 −𝛾 + 0 0
0 0 𝛾 0 0




















































Untuk  𝜆4 =
1
2
 −𝐴 +  𝐶 dan  𝜆5 =
1
2
 −𝐴 −  𝐶 dari 𝐸1 diperoleh 𝑣4 = 𝑣4
∗ dan 𝑣5 = 𝑣5
∗. 
Adapun nilai nilai dari 𝑣4
∗ dan 𝑣5
∗ dapat dilihat pada lampiran 1. Vektor eigen ini diperoleh 
dengan menggunkaan software Maple 13, selanjutnya dapat dilihat pada lampiran 1.  
 Dengan demikian diperoleh solusi umum sebagai berikut 
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 −𝐴+ 𝐶  𝑡
 
dimana 𝐶1,𝐶2,𝐶3,𝐶4 , dan𝐶5  adalah bilangan real sebarang. Lintasan dalam kasus ini akan 
ditempatkan pada garis trayektori sepanjang vektor eigen dan arah aliran bergantung pada 
nilai eigen. 
Kestabilan Sistem di Titik Kesetimbangan 𝑬𝟐 
Diketahui bahwa titik kesetimbangan 𝐸2 𝑆
∗,𝐸∗, 𝐼∗,𝑄∗,𝑅∗ , titik ini merupakan titik 
kesetimbangan endemi, yaitu suatu kondisi dimana terdapat pertumbuhan populasi individu 
yang terinfeksi. Namun, pada 𝐸2 yang sesuai dengan Lampiran 1 memberikan bentuk analisis 
yang cukup kompleks, sehingga untuk menentukan sifat kestabilan pada 𝐸2 cukup sulit. 
Tidak seperti halnya dengan 𝐸1, untuk menetukan sifat kestabilan pada 𝐸2 diperlukan adanya 
simulasi numerik. 
Simulasi Numerik 
Simulasi numerik diharapkan mampu memberikan gambaran pengaruh dari parameter 
penyebaran penyakit. Pada bagian ini dilakukan simulasi numerik dengan menggunakan 
software Gnu Octave 4.0. Populasi awal (jiwa) yang diambil adalah 𝑆 0 = 30, 𝐸 0 = 4, 
𝐼 0 = 3, 𝑄 0 = 2, 𝑅 0 = 1. Dengan lama pengamatan (dalam waktu tahun) yaitu 𝑡0 = 0 
sampai 𝑡𝑎𝑘ℎ𝑖𝑟 = 100. Sedangkan estimasi yang digunakan dapat dilihat pada Tabel 4.1 : 
Tabel 1 Nilai Parameter Model Mangsa Pemangsa 
Parameter Definisi Nilai Referensi 
B Laju kelahiran individu 0.5  (Odagaki 2020) 
𝜇 Laju kematian alami individu 0.1 (Rohith & Devika  2020) 
δ 
Laju kematian individu akibat 
penyakit 
0.0047876  (Rafiq et al. 2020) 
ℎ 
total upaya yang diperlukan 
untuk menahan atau 
mengurangi penyebaran 
epidemik. 
0 < Asumsi 
𝛽 Laju penularan penyakit 0.4 (Odagaki 2020) 
α Laju inkubasi 
1
7
 (Rohith & Devika 2020) 
γ 
Laju individu terinfeksi yang di 
karantina 
0.1 (Odagaki 2020) 
 
Laju kesembuhan individu 
setelah di karantina 
0.5 Asumsi 
𝜎 
Laju perubahan individu yang 
telah sembuh kembali menjadi 
individu rentan 
0.05 Asumsi 
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Dampak Parameter Konstanta nonlinear 
Untuk melihat dampak dari parameter konstanta nonlinear  dengan menggunakan nilai 
pada Tabel 1 simulasi tingkat penyebaran COVID-19 terdapat 4  kasus. 
Kasus 𝒉 = 𝟎.𝟏 
Diperoleh  dua titik kesetimbangan sistem (4) yaitu  
𝐸1 5,0,0,0,0 , 
𝐸2 1.005475826, 1.786195218, 1.246026348, 0.2060270992, 0.6867569972 . 
Titik kesetimbangan ini diselesaikan dengan software Maple 13. 
Kestabilan sistem pada titik kesetimbangan 𝐄𝟏 
Jika titik kesetimbangan 𝐸1 =  5,0,0,0,0 , titik ini merupakan titik bebas penyakit. Jika 








−0.1 0 −2 0 0.05





0 0 0.1 −0.6047876 0







Selanjutnya akan dicari nilai eigen dari A1 yang dibentuk melalui  𝜆𝐼 − A1 = 0, 
sehingga diperoleh nilai eigen, vektor eigen, ℛ0dan sifat kestabilan dari A1 yaitu  
Tabel 2. Nilai Eigen,Vektor Eigen, 𝓡𝟎 dan Sifat Kestabilan  
Nilai Eigen Vektor Eigen 𝓡𝟎 
Sifat 
Kestabilan 














ℛ0 = 4.593 Saddle point 





















































Kestabilan sistem pada titik kesetimbangan 𝑬𝟐 
Jika titik kesetimbangan: 
𝐸2 =  𝑆,𝐸, 𝐼,𝑄,𝑅 =
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 1.005475826, 1.786195218, 1.246026348, 0.2060270992, 0.6867569972 , titik ini 
merupakan titik endemik, yaitu suatu kondisi saat terdapat populasi yang terinfeksi. Jika titik 








−0.5314278436 0 −0.2545643204 0 0.05





0 0 0.1 −0.6047876 0







Selanjutnya akan dicari nilai eigen dari A2 yang dibentuk melalui  𝜆𝐼 − A2 = 0, 
sehingga diperoleh nilai eigen, vektor eigen, ℛ0 dan sifat kestabilan dari A2 yaitu  
Tabel 3. Nilai Eigen, Vektor Eigen, 𝓡𝟎 dan Sifat Kestabilan  













































































Berdasarkan nilai awal dan parameter-parameter pada Tabel 4.1 dari model penyebaran 
C)VID-19 diperoleh grafik laju perubahan titik kesetimbangan bebas penyakit pada Gambar 
4.1  berikut : 
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Gambar 1 Grafik Laju Penyebaran COVID-19 
  Pada Gambar 1 menunjukkan grafik laju penyebaran COVID-19 dengan nilai 
parameter sesuai dengan Tabel 1 dimana konstanta nonlinear sebesar 10% atau h= 0.1. 
Sehingga dapat ditunjukkan bahwa jumlah populasi susceptible yang digambarkan dengan 
garis hijau pada awalnya hanya sebesar 30 jiwa. Sejak awal populasi susceptible (garis 
hijau)terus mengalami penurunan hingga pada titik tertentu tidak akan ada perubahan jumlah. 
Untuk jumlah populasi exposed (garis merah) pada awalnya sebanyak 4 jiwa lalu mengalami 
peningkatan drastis hingga pada titik tertentu, laju pertumbuhan populasi exposed  mengalami 
penurunan yang signifikan hingga pada waktu tertentu jumlah populasi yang laten tidak 
mengalami perubahan. Pada kelompok infected (garis biru) yang awalnya berjumlah 3 jiwa 
dapat dilihat pada Gambar 1akan mengalami peningkatan yang siginifikan, kemudian pada 
titik tertentu menalami penurunan akibat adanya individu pada kelompok infected akan 
mengalami kematian alami maupun kematian karena penyakit dan sebagian individu akan 
melakukan proses karantina. Pada kelompok quarantined (garis merah muda) awalnya 
berjumlah 2 jiwa akan bergerak turun akibat adanya individu yang terinfeksi penyakit 
mengalami kematian alami dan juga kematian akibat penyakit yang mengakibatkan individu 
tersebut belum terkarantina serta adanya individu yang sembuh setelah karantina. Kelompok 
recovered yang awalnya berjulah 1 jiwa akan mengalami peningkatan namun pada waktu 
tertentu bergerak turun akibat adanya individu yang mengalami kematian alami dan juga 
kembali menjadi suceptible. 
 Selanjutnya kestabilan antara ketiga populasi dapat dilihat pada Gambar 2 berikut: 
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Gambar 2 Phase Portrait untuk Populasi S,I,R pada Setiap Titik Kesetimbangan 
 Gambar 2 telihat bahwa garis dengan titik awal (30,4,3,2,1) menuju ke titik 
kesetimbangan 𝐸2( bulatan penuh) yang spiral stabil disekitar titik kesetimbangan ini. 
Sedangkan titik kesetimbangan 𝐸1 bersifat saddle (segitiga). 
Kasus 𝒉 = 𝟎.𝟓 
Diperoleh  dua titik kesetimbangan sistem (4) yaitu  
𝐸1 5,0,0,0,0 , 
𝐸2 1.414659193, 1.603224395, 1.118388303, 0.1849224923, 0.6164083078 . 
Kestabilan sistem pada titik kesetimbangan 𝐄𝟏 
Jika titik kesetimbangan 𝐸1 =  5,0,0,0,0 , titik ini merupakan titik bebas penyakit. Jika 
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Selanjutnya akan dicari nilai eigen dari A1 yang dibentuk melalui  𝜆𝐼 − A1 = 0, 
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Tabel 4. Nilai Eigen,Vektor Eigen, 𝓡𝟎dan Sifat Kestabilan  
Nilai Eigen Vektor Eigen 𝓡𝟎 
Sifat 
Kestabilan 














ℛ0 = 4.592929516 Saddle point 





















































Kestabilan sistem pada titik kesetimbangan 𝑬𝟐 
Jika titik kesetimbangan 
𝐸2 =  𝑆,𝐸, 𝐼,𝑄,𝑅 =
 1.414659193, 1.603224395, 1.118388303, 0.1849224923, 0.6164083078 , titik ini 
merupakan titik endemik, yaitu suatu kondisi saat terdapat populasi yang terinfeksi. Jika titik 








−0.3752284777 0 −0.08023530708 0 0.05
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Selanjutnya akan dicari nilai eigen dari A2 yang dibentuk melalui  𝜆𝐼 − A2 =
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Tabel 5. Nilai Eigen, Vektor Eigen, 𝓡𝟎 dan Sifat Kestabilan  










































































Berdasarkan nilai awal dan parameter-parameter pada Tabel 1 dari model penyebaran 
COVID-19 diperoleh grafik laju perubahan titik kesetimbangan bebas penyakit pada Gambar 
3  berikut : 
 
Gambar 3 Grafik Laju Penyebaran COVID-19 
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  Pada Gambar 3 menunjukkan grafik laju penyebaran COVID-19 dengan nilai 
parameter sesuai dengan Tabel 1 dimana konstanta nonlinear sebesar 50% atau h= 0.5. 
Sehingga dapat ditunjukkan bahwa jumlah populasi susceptible yang digambarkan dengan 
garis hijau pada awalnya hanya sebesar 30 jiwa. Sejak awal populasi susceptible (garis 
hijau)terus mengalami penurunan hingga pada titik tertentu tidak akan ada perubahan jumlah. 
Untuk jumlah populasi exposed (garis merah) pada awalnya sebanyak 4 jiwa lalu mengalami 
peningkatan hingga pada titik mendekati 10, laju pertumbuhan populasi exposed  mengalami 
penurunan yang signifikan hingga pada waktu tertentu jumlah populasi yang laten tidak 
mengalami perubahan. Pada kelompok infected (garis biru) yang awalnya berjumlah 3 jiwa 
dapat dilihat pada Gambar 1akan mengalami peningkatan yang siginifikan, kemudian pada 
titik tertentu menalami penurunan akibat adanya individu pada kelompok infected akan 
mengalami kematian alami maupun kematian karena penyakit dan sebagian individu akan 
melakukan proses karantina. Pada kelompok quarantined (garis merah muda) awalnya 
berjumlah 2 jiwa akan bergerak turun akibat adanya individu yang terinfeksi penyakit 
mengalami kematian alami dan juga kematian akibat penyakit yang mengakibatkan individu 
tersebut belum terkarantina serta adanya individu yang sembuh setelah karantina. Kelompok 
recovered (garis hitam) yang awalnya berjumlah 1 jiwa mengalami peningkatan namun pada 
waktu tertentu bergerak turun akibat adanya individu yang mengalami kematian alami dan 
juga kembali menjadi suceptible. 
 Selanjutnya kestabilan antara ketiga populasi dapat dilihat pada Gambar 4 berikut: 
 
Gambar 4 Phase Portrait untuk Populasi S,I,R pada Setiap Titik Kesetimbangan 
 Gambar 4 telihat bahwa garis dengan titik awal (30,4,3,2,1) menuju ke titik 
kesetimbangan 𝐸2( bulatan penuh) yang spiral stabil disekitar titik kesetimbangan ini. 
Sedangkan titik kesetimbangan 𝐸1 bersifat saddle (segitiga). 
Kasus 𝒉 = 𝟎.𝟕𝟓 
Diperoleh  dua titik kesetimbangan sistem (4) yaitu  
𝐸1 5,0,0,0,0 , 
𝐸2 1.603201716,1.518915542,1.059575553,0.1751979626,0.5839932087 . 
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Kestabilan sistem pada titik kesetimbangan 𝐄𝟏 
Jika titik kesetimbangan 𝐸1 =  5,0,0,0,0 , titik ini merupakan titik bebas penyakit. Jika 
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0 0 0.1 −0.6047876 0







Selanjutnya akan dicari nilai eigen dari A1 yang dibentuk melalui  𝜆𝐼 − A1 = 0, 
sehingga diperoleh nilai eigen, vektor eigen, ℛ0 dan sifat kestabilan dari A1 yaitu  
Tabel 6Nilai Eigen, Vektor Eigen, 𝓡𝟎 dan Sifat Kestabilan 
Nilai Eigen Vektor Eigen 𝓡𝟎 
Sifat 
Kestabilan 














ℛ0 = 4.593 Saddle point 





















































Kestabilan sistem pada titik kesetimbangan 𝑬𝟐 
Jika titik kesetimbangan: 
𝐸2 =  𝑆,𝐸, 𝐼,𝑄,𝑅 =
 1.603201716, 1.518915542, 1.059575553, 0.1751979626, 0.5839932087 , titik ini 
merupakan titik endemik, yaitu suatu kondisi saat terdapat populasi yang terinfeksi. Jika titik 
pada 𝐸2 disubtitusikn pada (4.5), maka diperoleh: 








−0.3300892552 0 −0.02985689433 0 0.05





0 0 0.1 −0.6047876 0







Selanjutnya akan dicari nilai eigen dari A2 yang dibentuk melalui  𝜆𝐼 − A2 =
0, sehingga diperoleh nilai eigen, vektor eigen, ℛ0 dan sifat kestabilan dari A2 yaitu  
Tabel 7Nilai Eigen, Vektor Eigen,  𝓡𝟎 dan Sifat Kestabilan  














































































Berdasarkan nilai awal dan parameter-parameter pada Tabel 1 dari model penyebaran 
COVID-19 diperoleh grafik laju perubahan titik kesetimbangan bebas penyakit pada Gambar 
5  berikut : 
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Gambar 5 Grafik Laju Penyebaran COVID-19 
  Pada Gambar 5 menunjukkan grafik laju penyebaran COVID-19 dengan nilai 
parameter sesuai dengan Tabel 1 dimana konstanta nonlinear sebesar 75% atau h= 0.75. 
Sehingga dapat ditunjukkan bahwa jumlah populasi susceptible yang digambarkan dengan 
garis hijau pada awalnya hanya sebesar 30 jiwa. Sejak awal populasi susceptible (garis 
hijau)terus mengalami penurunan hingga pada titik tertentu tidak akan ada perubahan jumlah. 
Untuk jumlah populasi exposed (garis merah) pada awalnya sebanyak 4 jiwa lalu mengalami 
peningkatan hingga pada titik tertentu, laju pertumbuhan populasi exposed  mengalami 
penurunan yang signifikan hingga pada waktu tertentu jumlah populasi yang laten tidak 
mengalami perubahan. Pada kelompok infected (garis biru) yang awalnya berjumlah 3 jiwa 
dapat dilihat pada Gambar 5akan mengalami peningkatan yang siginifikan yaitu mendekati 5 
jiwa, kemudian pada titik tertentu menalami penurunan akibat adanya individu pada 
kelompok infected akan mengalami kematian alami maupun kematian karena penyakit dan 
sebagian individu akan melakukan proses karantina. Pada kelompok quarantined (garis 
merah muda) awalnya berjumlah 2 jiwa akan bergerak turun mendekati 0 jiwa akibat adanya 
individu yang terinfeksi penyakit mengalami kematian alami dan juga kematian akibat 
penyakit yang mengakibatkan individu tersebut belum terkarantina serta adanya individu 
yang sembuh setelah karantina. Kelompok recovered (garis hitam) yang awalnya berjumlah 1 
jiwa mengalami peningkatan, kemudian tidak mengalami perubahan jumlah, namun pada 
waktu tertentu bergerak turun akibat adanya individu yang mengalami kematian alami dan 
juga kembali menjadi suceptible. 
 Selanjutnya kestabilan antara ketiga populasi dapat dilihat pada Gambar 6 berikut: 
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Gambar 6 Phase Portrait untuk Populasi S,I,R pada Setiap Titik 
Kesetimbangan 
 Gambar 6 telihat bahwa garis dengan titik awal (30,4,3,2,1) menuju ke titik 
kesetimbangan 𝐸2( bulatan penuh) yang spiral stabil disekitar titik kesetimbangan ini. 
Sedangkan titik kesetimbangan 𝐸1 bersifat saddle (segitiga). 
Kasus 𝒉 = 𝟏 
Diperoleh  dua titik kesetimbangan sistem (4) yaitu  
𝐸1 5,0,0,0,0 , 
𝐸2 1.759585439, 1.448986848,1,010794214,1.1671320996,0.5571069986 . 
Kestabilan sistem pada titik kesetimbangan 𝐄𝟏 
Jika titik kesetimbangan 𝐸1 =  5,0,0,0,0 , titik ini merupakan titik bebas penyakit. Jika 
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Selanjutnya akan dicari nilai eigen dari A1 yang dibentuk melalui  𝜆𝐼 − A1 = 0, 
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Tabel 8Nilai Eigen, Vektor Eigen, 𝓡𝟎 dan Sifat Kestabilan 
Nilai Eigen Vektor Eigen 𝓡𝟎 Sifat 
Kestabilan 














ℛ0 = 4.593 Saddle point 






















































Kestabilan sistem pada titik kesetimbangan 𝑬𝟐 
Jika titik kesetimbangan: 
𝐸2 =  𝑆,𝐸, 𝐼,𝑄,𝑅 =
 1.759585439, 1.448986848,1,010794214,1.1671320996,0.5571069986 , titik ini 
merupakan titik endemik, yaitu suatu kondisi saat terdapat populasi yang terinfeksi. Jika titik 
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Selanjutnya akan dicari nilai eigen dari A2 yang dibentuk melalui  𝜆𝐼 − A2 =
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Tabel 9Nilai Eigen, Vektor Eigen, 𝓡𝟎 dan Sifat Kestabilan  
Nilai Eigen Vektor Eigen 𝓡𝟎 
Sifat 
Kestabilan 










































































Berdasarkan nilai awal dan parameter-parameter pada Tabel 1 dari model penyebaran 
COVID-19 diperoleh grafik laju perubahan titik kesetimbangan bebas penyakit pada Gambar 
7  berikut : 
 
Gambar 7 Grafik Laju Penyebaran COVID-19 
  Pada Gambar 7 dimana konstanta nonlinear sebesar 100% atau h= 1. Sehingga dapat 
ditunjukkan bahwa jumlah populasi susceptible yang digambarkan dengan garis hijau pada 
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awalnya hanya sebesar 30 jiwa. Sejak awal populasi susceptible (garis hijau)terus mengalami 
penurunan hingga pada titik tertentu tidak akan ada perubahan jumlah. Untuk jumlah 
populasi exposed (garis merah) pada awalnya sebanyak 4 jiwa lalu mengalami peningkatan 
hingga pada titik tertentu, laju pertumbuhan populasi exposed  mengalami penurunan yang 
signifikan hingga pada waktu tertentu jumlah populasi yang laten tidak mengalami 
perubahan. Pada kelompok infected (garis biru) yang awalnya berjumlah 3 jiwa dapat dilihat 
pada Gambar 7akan mengalami peningkatan yaitu sekitar 4 jiwa, kemudian pada titik tertentu 
menalami penurunan akibat adanya individu pada kelompok infected akan mengalami 
kematian alami maupun kematian karena penyakit dan sebagian individu akan melakukan 
proses karantina. Pada kelompok quarantined (garis merah muda) awalnya berjumlah 2 jiwa 
akan bergerak turun mendekati 0 jiwa akibat adanya individu yang terinfeksi penyakit 
mengalami kematian alami dan juga kematian akibat penyakit yang mengakibatkan individu 
tersebut belum terkarantina serta adanya individu yang sembuh setelah karantina. Kelompok 
recovered (garis hitam) yang awalnya berjumlah 1 jiwa mengalami peningkatan, kemudian 
tidak mengalami perubahan jumlah, namun pada waktu tertentu bergerak turun akibat adanya 
individu yang mengalami kematian alami dan juga kembali menjadi suceptible. 
 Selanjutnya kestabilan antara ketiga populasi dapat dilihat pada Gambar 8 berikut: 
 
Gambar 8 Phase Portrait untuk Populasi S,I,R pada Setiap Titik Kesetimbangan 
 Gambar 8 telihat bahwa garis dengan titik awal (30,4,3,2,1) menuju ke titik 
kesetimbangan 𝐸2( bulatan penuh) yang spiral stabil disekitar titik kesetimbangan ini. 
Sedangkan titik kesetimbangan 𝐸1 bersifat saddle (segitiga). 
 
KESIMPULAN 
Dari hasil pembahasan diperoleh kesimpulan sebagai berikut : 






− 𝜇𝑆 + 𝜎𝑅 
 






− 𝛼𝐸 − 𝜇𝐸 
𝑑𝐼
𝑑𝑡
= 𝛼𝐸 − 𝛾𝐼 − 𝜇𝐼 − 𝛿𝐼 
𝑑𝑄
𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 − 𝑄 − 𝜇𝑄 − 𝛿𝑄 
𝑑𝑅
𝑑𝑡
= 𝑄 − 𝜇𝑅 − 𝜎𝑅 
2. Terdapat dua titik kesetimbangan yang diperoleh dari model penyebaran COVID-19 
dengan laju insiden nonlinear yaitu : 
a. Titik kesetimbangan bebas penyakit 
𝐸1 =  
𝐵
𝜇
, 0,0,0,0  
b. Titik kesetimbangan endemik 
𝐸2 =  𝑆
∗,𝐸∗, 𝐼∗,𝑄∗,𝑅∗  
3. Titik kesetimbangan bebas penyakit𝐸1 akan stabil jika memenuhi syarat ℛ0 < 1, dimana  
ℛ0 =
𝜇𝛾2 + 𝜇𝛿2 + 𝜇𝛼2 + 2𝜇𝛾𝛿 − 2𝜇𝛼𝛾 − 2𝜇𝛼𝛿 + 4𝛼𝛽𝐵
 𝛼 + 𝛾 + 𝛿 + 2𝜇 2
 
apabila   ℛ0 > 1 maka titik kesetimbangan 𝐸1tidak stabil (saddle point) dan sebaliknya 
titik kesetimbangan endemik positif 𝐸2 akan bersifat spiral stabil. 
4. Hasil Numerik memperlihatkan bahwa, semakin besar nilai konstanta nonlinear maka 
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